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4.6.Sikfesziiltségii peremérték feladat

Rugalmas ASF peremérték feladat kitiizése a 4. abran lathato.

Az elmozdulas mez0 a helynek ismeretlen fiiggvénye:
u(x,y)

v(xy) |

ahol a fels6 indexben a * most a feladat sikbeli jellegére utal.
A vastagsag menti atlagos alakvaltozasok sikbeli része
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ahol V' = 8—8X +—¢€, asikbeli nabla operator , és a fel nem tiintetett sikra merdleges atlagos
X
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fajlagos nyulas ¢, = 0, képlettel szamithato.
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Az atlagos fesziiltségek tenzora (Hooke-torvény) és fiiggetlen elemeinek oszlopvektora:
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Az anyagtorvény matrixos formaban is felirhato:
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Az egyensulyi egyenlet:
F'oV'+pg =0, g= [gx } ahol " a gyorsulas vektor (pl. gravitacio, forgas, stb.)
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Kinematikai peremfeltétel:

0 (F) =t (7). 7" €A,



Dinamikai peremfeltétel:
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A sikbeli feladat 6sszesen 8ismeretlen mezot tartalmaz, ezek egyértelmii meghatarozasahoz 8
skalar egyenlet (részben parcialis differencidlegyenlet) és a megfeleld peremfeltételek allnak
rendelkezésre. Azt a megoldast, amely eleget tesz az elébb felsorolt egyenleteknek egzakt
megoldasanak nevezziik.

Természetesen most is kozelitdé megoldast kereslink a potencialis energia minimuma elv
felhasznalasaval.

A bevezetett mennyiségekkel a rugalmas sikbeli feladatra a teljes potencialis energia az alabbi
alakban irhato

Hp(2)=%vf<i2£dV —Jipng —AfigdA

Végeselem modszer alkalmazisakor az elemekre bontott tartomanyokon lokalisan
approximalt elmozdulassal fejezziik ki a potencidlis energiat:
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ahol Nelem az elemek szama, [T (ge) az elemenkénti approximdacioval kifejezett potencialis
energia
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Végiil a potencidlis energia minimum elvbdl hatarozhatok meg az elmozdulds mezd
ismeretlen paraméterei (csoméponti elmozdulasok).



Altalanositott sikfesziiltségii linearis izoparametrikus végeselem:

A kovetkezOkben egy elem potencialis energidjanak eldallitdsara, valamint a merevségi
matrix €s tehervektor szarmaztatasara keriil sor.
Sikbeli esetben a tekintett végeselemhez egy lokalis &,77 KR-t rendeliink.

A &,n lokalis és az x,y globalis KR pontjai kdzott a kapcsolatot a leképezés teremti meg.
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1. abra: A globalis X,y és a természetes &,7n lokalis koordinata rendszer kozotti

leképezés

A négyszogelemet az egyszerlibb szamitas miatt négyzetté képezziik le egy természetes &,7
koordinata rendszerben. A leképezés alkalmazasanak eldnye elsdsorban abban jelentkezik,
hogy a &,n koordinata-rendszerbeli integralasra 1étezik konnyen programozhaté numerikus

algoritmus.
A geometria leképezése, ahol az alakfiiggvények:
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, ahol az alakfliggvények:

Alakfliggvények / Approximacios fliggvények:
(Minden alakfliggvény tartalmaz egy masodfoku tagot is.)
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2. abra: Alakfliggvények

Az alakfiiggvényeket szokés interpolacios fiiggvényeknek is nevezni, szemléltetésiik Scilab
program segitségével torténik:

3. ébra: Alakfiiggvény

Az elmozdulas kozelitése:
Az izoparametrikus elnevezésb6l kovetkez6en ugyanazokat az alakfiiggvényeket hasznaljuk
az elmozdulds mez6 kozelitésére is mint a geometria leképezésére.
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Az approximacié matrixos alakban:
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Az alakvaltozasi jellemzOk szamitésa:
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ahol B® az iigynevezett elmozdulas-alakvaltozas matrix és h,,h a h alakfliggvények x,y
szerinti derivaltjai.
Tovéabba: a Ee elmozdulés-alakvaltozas matrix az interpolécios fliggvények x €s y szerinti

derivaltjait tartalmazza.
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Az elobbi két dsszefiiggésben az alakfiiggvények X,y szerinti derivaltjai szerepelnek. Viszont
az interpolacios fiiggvények csak mint & és 77 fiiggvényei ismertek. Igy az x, y szerinti

derivalas a lanc szabaly alkalmazasaval valdsithaté meg:
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A lokalis geometria, valamint £ €s 7 szerinti derivaltak:
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n)=zhi (&,

X g, o

lokalis geometria,

& és nszerinti derivaltak

68 0 6X+ 0 8y}:>' o_29 6X 0 8y}:> derivaltak matrix formaban:
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ahol J azugynevezett Jacobi matrix.
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A Jacobi determinans pedig:
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Az inverz Jacobi matrix segitségével az x és y szerinti derivaltak:
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Lathato, hogy az alakfiiggvények X,y szerinti derivaltjai szerepelnek. ez a derivalas a lanc

J -1

szabaly alkalmazasaval valosithatdo meg.

Ebben az esetben viszont a Jacobi matrix inverze kozvetleniil nem allithato elo, de a Jacobi
matrix igen.

A Jacobi matrix meghatarozéasa utan pedig az inverz-képzést alkalmazzuk a numerikus
szamitasoknal.
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A Jacobi matrix jelentdsége:
A Jacobi matrix determinansa igen fontos szerepet jatszik az elem leképezésének ellendrzése
soran is. Ha értéke zérus, akkor a leképezés szingularis. A gyakorlatban ilyenkor azt
érzékeljiik, hogy az elem eltorzult alaku és az eredmény nem megbizhatd, ugyanis a Jacobi-
féle determinans eldjelet valt a kiilonb6z6 pontokban. Ilyen esetben a végeselem felosztason
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Igy az alakvaltozasi matrix tehat:
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az alakfiiggvények derivaltjai:
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A fesziiltség szdrmaztatésa: o° (§n)=Dg’(n).=DB° (&,n)ge.

Az elem teljes potencidlis energidja az alakvaltozasi energiabol és a kiilsd erdk virtualis
munkajabol all.
Alakvéltozasi energia:
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K€ —merevségi

matrix
Az integralban a dV elemi térfogat a b az elem/tarcsa vastagsaga. A dxdy feliileti elem 0j
valtozora torténd attérése miatt az elemi térfogatban megjelenik a Jacobi determinans is:

dV =hdxdy=bdet|J|d&dy .

Az elem Y/ RZ KR-ben vett merevségi matrtixdnak kiszamitasa:

K" = J J [Ee(é,n)]Tgege(é,n)c(a,n)dadn.
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A térfogati er6 munkaja:
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Az integracios tartomany alakja négyzet!

Az integrandusz bonyolultsaga miatt numerikus integralast alkalmazunk, ahol
N - integracios pontok (talppontok) szama,

SN gy integracios pontok,
W;, W, - integracids sulytenyezok.

A kiils6 er6k munkai és az alakvaltozasi energia is feliileti integralokat tartalmaznak a két
egység €lli négyzet felett, valamint egy vonalintegralt a +1, -1 tartomanyon.
Mindkét integral tipusra alkalmazhat6 az un. Gauss-féle kvadratira.



Gauss-kvadratura:

Az integralasi pontokat egymastdl nem egyenld tavolsdgra, hanem optimalis tavolsagra
vessziik fel. Ett6] az integralas pontossaganak javulasat varjuk.

A kozelitd fiiggvény az el8zd esetben: f ( Z L (

Itt az x; helyeket is ismeretlennek tekintjiik. (Az el6z6 esetben az x; helyek ismertek
voltak.)

Vegyiink fel polinomot gyoktényezos alakban:  P(x)=(x—x )(x—X;)---(x—Xx,).

Ez apolinom az x helyen P(x )=0 értéket vesz fel.

Vegyiik fel a kozelitd fliggvényt itt az alabbi alakban:

= L(x)f(x)+ P(x)(BO + B X+ B,X +---+an”).
i1
Itt egy olyan kozelité polinomot vettiink fel az n pontra, amelynek rendje 2n-1.
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Az €l6z6 gondolatmenet alapjan: j X)dx ~ [I L ( ] (x)+ B, l:J.xj P(x)dx].
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Optimalasi feltétel: a masodik szumma tiinjon el.
b
j X)dx=0, k=0212,...n—
U
X =~ optimalis integralasi pontok.

A w, integralasi sulyok fliggenek az [a,b] intervallum nagysagatol.

Ha a=-1 és b=1 akkor a Gauss-féle integralasi pontok és integralasi egyiitthatok:
X Wi
0,0000000000 0,0000000000
+0,5773502691 1,0000000000
+0,774596692 0,5555555556

0,0000000000 0,8888888889

w N+~ S

Megjegyzések:
- Az n integralasi ponti Gauss formula legfeljebb (2n-1)-ed foku polinomig bezardlag
adja meg az integral pontos értékét.
- Javasolt integraldsi fokszamok 2D feladatoknal:
Csomopontok szdma Integralas fokszama
m=4,3 2x2
m=28,6 3x3
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Tehervektor a térfogati terhelésbél:
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Ezutan kovetkezik a potencialis energia meghatarozasa egy elemre, majd a szerkezetre.



